IFT 615 — Intelligence Artificielle

Classification linéaire avec le perceptron

Professeur: Froduald Kabanza
Assistants: D’Jeff Nkashama
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Sujets couverts

® C(lassification linéaire avec le perceptron

® Minimisation d’une perte par la descente du gradient
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Exemple

7 o
X, 4.5 4.7 1 6.5 1 °8oo ///
6 o g e
e 8 "
X, 4.7 4.1 1 5.5 1 00" ° §°//
< 3 1o e e “e0®
451 o o 7 13488
X3 4.7 4.9 1 4 ] o - .
S [ ] ®
35 1 7 e °
X4 5 5.9 1 3.4
2.5 & . . . . .
Xz 51 4.9 1 4.5 5 5.5 6 6.5 7
]
Xg 5.1 5 1
Equation de la droite, & peu prés: -2.6 - 0.2x, + x,= 0
X, 5.2 3.5 0 L
En général: wy+w, x, +w, x,=0
Siwy,+w,; x;,+w,x,>=0 alorsy =1 sinony =0
L Y J
W = [Wo, Wl’ W2] L W.X Y J
x=[1, X3, X, Threshold(w.x)
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Deuxiéme algorithme: Perceptron
(Rosenblatt, 1957)

® Un des plus vieux algorithmes de classification
® Idée: modéliser la décision a I'aide d’'une fonction linéaire, suivi d’un seuil:

hw(x) = Threshold(w - x) = Threshold (5; w,x,
ou Threshold(z) = 1siz = 0,sinon Threshold(z) =0

[

————

T hresﬂd \

® |e vecteur de poids W correspond aux parametres du modele

Threshold(z)

=

® ['entrée x, est toujours a 1 et le poids correspondant w, équivaut a un biais.
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Deuxiéme algorithme: Perceptron
(Rosenblatt, 1957)

® [algorithme d’apprentissage consiste a adapter la valeur des parametres
(c’est-a-dire les poids) de fagon a ce que h (x) soit cohérent avec les données

d’entrainement.

® Algorithme du Perceptron:

1. pour chaque paire (Xt,y:) € D
a. calculer hw(xt) = Threshold(w - x;)

b. w; — w; + a(yr — hw(x¢))ze; Vi (mise a jour des poids)

2. retourner a 1 jusqu’a 'atteinte du critére d’arrét (pour l'instant, cela veut
dire le nombre maximal d’itérations atteint ou le nombre d’erreurs est 0)

® [‘équation de mise a jour des poids est appelée |la regle d’apprentissage
du Perceptron. La multiplicateur a est appelé le taux d’apprentissage
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Deuxiéme algorithme: Perceptron
(Rosenblatt, 1957)

® Algorithme du Perceptron (forme vectorielle):

1. pour chaque paire (X:,yt) € D
a. calculer hw(xt) = Threshold(w - x¢)
b. W — W+ a(yr — hw(x¢))xy (mise a jour des poids)

2. retourner a 1 jusqu’a I'atteinte du critére d’arrét (pour l'instant, cela veut
dire le nombre maximal d’itérations atteint ou le nombre d’erreurs est 0)
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Exemple

ensemble
D entrainement
1
® Simulation avec a = 0.1 ’ )
X, 1 2,0 1
® |nitialisation : w < [0.5, O, 0] ' [2,0]
X, 1 [0,3] 0
Xx; 1 [3,0] 0
Xs 1 [1,1] 1
W.X,
® Paire (x,y,) : A ‘
® h(x,) = Threshold( Wy.X;q+ W;.X; + W,.X;,)
= Threshold(0.5) = 1 4
® puisque h(x;) = y;, W ne change pas. 39
X2 2
110
417
X1
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Exemple

ensemble
D entra‘?nement
® Simulation avec o =0.1 ( \
Xio
® \Valeur courante : w < [0.5, 0, 0] X, 1 [2,0] 1
X, 1 [0,3] 0
Xx; 1 [3,0] 0
Xp2 1 [1,1] 1
W.X,
® Paire (x,,y,) : 1 ‘
® h(x,) = Threshold(Wgy.X,o+ W;. Xy, + W,.X,,)
_0.3%x. =
= Threshold(0.5) = 1 0.4-0.3"x,=0
@ puisque h(x,) #y,, wva changer: 4
39
» We—w+a(y,-h(x,))x, X, 2
=[0.5,0,0]+0.1*(0—-1)[1,0, 3] i et
=[0.4, 0, -0.3]
1234
X1
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Exemple

ensemble
® Simulation avec a=0.1 D entra‘?nement
f }
X | X=[x0,x5] | V;
® \aleur courante : w < [0.4, 0, -0.3] E
X; 1 [2,0] 1
X, 1 [0,3] 0
X3 1 [3,0] 0
X 1 [1,1] 1
W.X,4
® Paire (x;,y3) : , ! \ 0.3 - 0.3%x, - 0.3*,=0
® h(x;) = Threshold(wy.Xq + W4.X, 1+ W,.X5,) 4
= Threshold(0.4) = 1 \‘\3 ]
X
@ puisque h(x;) # y,, W va changer: 2 i\‘ .
» We—W+a(y;-h(x;))x; N\
=[0.4,0,-0.3] + 0.1 * (0—1) [1,3, 0] k2 . 4
=[0.3,-0.3, -0.3] , 1
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Exemple

ensemble
® Simulation avec a =0.1 D entrainement
i
[ \
® Valeur courante : w «— [0.3,-0.3, -0.3] Xio
X; 1 [2,0] 1
X, 1 [0,3] 0
X; 1 [3,0] 0
® Paire (x,,y,): , w.‘x4 ‘ Xg 1 [1,1] 1
® h(x,) = Threshold(wy.X,q + W,.X,, + W,.X,,)
= Threshold(-0.3) =0 04-0.2%,-0.2"%; =0
® puisque h(x,) # y,, w va changer: \:\ .

» We—w+a(y,-h(x,))x, X, 24
=[0.3,-0.3,-0.3]+0.1 * (1-0) [1, 1, 1] 1 | e
=[0.4,-0.2,-0.2]

® Etainsi de suite, jusqu’a I'atteinte du critere d’arrét... 1 %\—;4

.
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Exemple

® On voit bien que la ligne de séparation bouge avec la mise a jour des poids

h(x)=0.5
4
39
2
1

0.3 - 0.3*X1 - 0.3*X2 =

I

X

0

IFT615

0.4-0.3*x, =0

4
30
2
1

0.4-0.2*x, - 0.2%x,= 0

4

\

350
X2 2‘\
110w

%

.
.
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Rappel — Classification linéaire avec le
perceptron

. 15 +
] 00
X, 4.5 4.7 1 = 0og
(] 7
5.5 - 0°® 8.8 e
X, 4.7 4.1 1 P I
4517 o o 7 sg4lt
X 4.7 4.9 1 7] o o el
’ 3.5 1 //o * o.
X, 5 5.9 1 E P
Xe 5.1 4.9 1 45 5 55 6 65 1
Xe 5.1 5 1 ’
X5 5.2 3.5 0

Equation de la droite, & peu prés: -2.6 - 0.2x, + x,= 0

En général: wy+w, x, +w, x,=0

s Siw,+w;x;,+w,x,>=0 alorsy=1sinony =0
=] L J

w=[w, w, w,] 7
x= [1, x, x,] s WX : )
Threshold(w.x)

-6-4-2 0 2 46
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Rappel — Classification linéaire avec le
perceptron

7.5 1
6.5 1 . oo e
Xy 4.5 4.7 1 5.2 2 oeog gee E//
< 1o 8 °®
X, 4.7 4.1 1 ] 5 ® o//g;‘!,
4 (o]
4.7 4.9 1 <2 /o * o.
X3 3; _////
2.5 = .
X4 > 5.9 - 45 5 55 6 65 7
Xe 5.1 4.9 1 il
Xg 5.1 5 1
X5 5.2 3.5 0
L
w=[w, w, w,] )5 - W.X = W, + W, X; + W, X,
x= [1, x, x,] Siw.x>=0 alorsy =1sinony =0
w=[-2.6,02 1] 0 Threshold(w.x)

-6-4-2 0 2 46
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Rappel — Classification linéaire avec le
perceptron

samplex (% xe %
X, 4.5 4.7

Xy 4.7
X3 4.7
Xy 5

X5 5.1
Xg 5.1
X 5.2

w=[w, w, w,]
X= [1; Xy Xz]

w=[-2.6,0.2, 1]

IFT615

4.1
4.9
5.9
4.9
5

3.5

1.5 A

[ S S N = Y Sy SN

Algorithme du Perceptron:
1. pour chaque paire
a. calculer hyw(x;) = Threshold(w - x;)
b.  w; — w; + a(yr — hw(xt))zr; Vi

2. recommencer a l'étape 1

Threshold

W.X = Wy + W, X, + W, X,

Siw.x >=0 alorsy =1sinony=0

Threshold(w.x)

-6-4-2 0 2 46
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Surface de séparation

® |e Perceptron cherche donc un séparateur linéaire entre les deux classes

surface X14

de décision
7.5 1
7 1 o .~
6.5 - 800 ° ~
6 - o 4
| = °g goe //
5.5 8 = //
;ﬁ\l 5 [0} 9 e//.... w
S5 (o] o
42 1 2 o Suple |[w] X
/ ® [ ]
3.5 - // ° °
3 '//
25 & ;
45 5 55 6 6.5 7 X

® La surface de décision d’un classifieur est la surface (dans le cas du
perceptron en 2D, une droite) qui sépare les deux régions classifiées dans
les deux classes différentes
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® Siles exemples d’entrainement sont linéairement séparables (gauche),

Convergence et séparabilité

I'algorithme est garanti de converger a une solution avec une erreur nulle
sur I'ensemble d’entrainement, quel que soit le choix de

X2

T 3
7.
6.5 1
6_
5.5 1
5_
4.5
4
3:91 7
3

2.5

T 9

Xp

o 7 7 1

Ogoo /// 6.5

> 6 -

°g goe / 55
o] / «

(o} 8//.. = S5

) ° 4 1

° 3.5 1

7 3
i : : : : 2.5

4.5 55 6 6.5 7

o]
Ogoo _
& o 8.8 8//'/
oo & 5080970
(o) (o] o 9//.(..
- o, ~ ....o
© e //‘o
/ (0] [ ] [ ]
7 e L °
//
= : : :
4.5 S 5.5 6 6.5

Xq

® Sinon-séparable linéairement (droite), pour garantir la convergence a une

solution avec la plus petite erreur possible en entrainement, on doit
décroitre le taux d’apprentissage, par ex. selon «j =

IFT615

Hugo Larochelle
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Courbe d’apprentissage

® Pour visualiser |la progression de I'apprentissage, on peut regarder la
courbe d’apprentissage, c’est-a-dire la courbe du taux d’erreur (ou de
succes) en fonction du nombre de mises a jour des parametres

3 3 =
o = = 0.9
S S 308
8 8 e 07
5 0. 5 0. 5 0.6
0. g 0. £ 0.5
[ = [ = L=

&~ 04 &~ 0.4 ~ 04

0 100200300400 500600700 0 25000 50000 75000 0 25000 50000 75000

Number of weight updates Number of weight updates Number of weight updates
linéairement pas linéairement pas linéairement

séparable, avec taux séparable, avec aux séparable, avec taux

d’app. constant d’app. constant d’app. décroissant
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Apprentissage vue comme
la minimisation d’une perte

® Le probleme de I'apprentissage peut étre formulé comme un probleme
d’optimisation
@ pour chaque exemple d’entrainement, on souhaite minimiser une certaine
distance Loss(y:, hw(x¢)) entre la cible Ygt la prédiction hy (X¢)
€ on appelle cette distance une perte

® Dans le cas du perceptron:

Loss(Yt, hw (%t)) = = (Yt — hw (Xt) )W - X4

@ sila prédiction est bonne, le colt est 0

@ si la prédiction est mauvaise, le colt est la distance entre W - X; et le seuil a
franchir pour que la prédiction soit bonne

IFT615 Hugo Larochelle 19
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Recherche locale pour
la minimisation d’une perte

i Z Loss(y, hw(xt))

(x¢,yt)€ED ‘

Hugo Larochelle
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Algorithme de descente de gradient

Hugo Larochelle
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Descente de gradient

® Le gradient donne la direction (vecteur) ayant le taux d’accroissement de
la fonction le plus élevé

IFT615 Hugo Larochelle
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Descente de gradient

® La direction opposée au gradient nous donne la direction a suivre

IFT615 Hugo Larochelle
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Apprentissage vue comme
la minimisation d’une perte

® En apprentissage automatique, on souhaite optimiser:

1 Z Loss(y, hw(Xt))

Iz
Xt7yt)€D

® Le gradient par rapport a la perte moyenne contient les dérivées
partielles:

1 0 .
el Z a—wL()ss(yt,hw(Xt)) Vi

® Devrait calculer la moyenne des dérivées sur tous les exemples
d’entrainement avant de faire une mise a jour des parametres!

IFT615 Hugo Larochelle
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Descente de gradient

® La descente de gradient est un algorithme pour minimiser la perte lors de
I'entrainement d’un réseau de neurone.

® La descente de gradient normale consiste a mettre a jour les parametres en
tenant compte du gradient moyen (c.-a-d. des dérivées partielles) de tous
les exemples d’entrainement dans I'ensemble D:

- Initialiser W aléatoirement

- Répéter jusqu’a la convergence

1 0 :
s w,&w—af Dl Z 5 Loss(yt, hw(xt)) Vi
(Xtayt)eD

7

IFT615 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza 25



Descente de gradient stochastique

® La descente de gradient stochastique sélectionne un exemple
d’entrainement au hasard, calcule le gradient par rapport a ce seul
exemple et met a jours tous les poids.

- Initialiser W aléatoirement
- Répéter jusqu’a la convergence
- Choisir un exemple d’entrainement (Xt, yt) au hasard

9,
- w; — w; — a=——Loss(yg, hw(Xt)) Vi

8wi

® Cette procédure est beaucoup plus efficace lorsque I'ensemble
d’entrainement D est grand

IFT615 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza 26



Descente de gradient par mini-batch

® La descente de gradient par mini-batch calcule le gradient par rapport a
un petit sous ensemble de données et met a jours tous les poids.

- Initialiser W aléatoirement

- Répéter jusqu’a la convergence
e Choisir un sous-ensemble de données (min-batch)
e Calculer le gradient basé sur le mini-batch

* Mettre a jour tous les poids en fonction du gradient

® C(Cette procédure est un compromis entre la descente du gradient standard
et la descente du gradient stochastique

IFT615 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza 27



Retour sur le Perceptron

Rappel 0/(g(x) _ 9f(x) dg(x) 9 42 _9p dix: 1
0x Jdg(z) Oz Or *

® Utilisons le gradient (dérivée partielle) pour déterminer une direction de
mise a jour des parametres:

0 0 0

up, L0530 o (%2)) = oo = o ()" = 2000 () X -4 o)

= 24— hw(n)) X 2

® Rappel de la regle de mise a jour de la descente du gradient
0

(9’11]@'

Loss(ys, hw(xt)) Vi

Ww; < W; — &

® On obtient a nouveau la regle d’apprentissage du Perceptron

w; — w; + a(yy — hw(x¢))xe; Vi

IFT615 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza 28



Apprentissage vue comme
la minimisation d’une perte

® La procédure de descente de gradient stochastique est applicable a
n’importe quelle perte dérivable partout

® Dans le cas du Perceptron, on a un peu triché:

® la dérivée de h, (X)) n'est pas
définie lorsque w - X = ()

® ['utilisation de la fonction Threshold L 1 —

(qui est constante par partie) g

. ’ A i
fait que la courbe d’entrainement =
peut étre instable <

IFT615 Hugo Larochelle 29



Vous devriez étre capable de...

® Définir et simuler I'algorithme d’apprentissage du perceptron

Expliquer la descente de gradient et la descente de gradient stochastique

® Expliquer le principe d’apprentissage vu comme |la minimisation d’'une
perte

IFT615 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza 30



NON COUVERT A 'EXAMEN

RAPPEL SUR LES DERIVEES
PARTIELLES ET LE GRADIENT

IFT615 Hugo Larochelle et Froduald Kabanza



Derivees
® On peut obtenir la direction de descente via la dérivée

® Le signe de la dérivée est la direction d’augmentation de f
@ signe positif indique que f(a) augmente lorsque @ augmente
€ signe négatif indigue que f(a) diminue lorsque @ augmente
® La valeur absolue de la dérivée est le taux d’augmentation de f

® Plutdt que d , je vais utiliser le symbole 8

IFT615 Hugo Larochelle



Dérivées

® Les dérivées usuelles les plus importantes sont les suivantes:

oa

IFT615

%:

0

ox™

Or
0log(x)

ox

0 exp(x)

_ nmn—l
1

o

= exp(z)

ox

Hugo Larochelle

a et n sont
des constantes

33



Derivees
® On peut obtenir des dérivées de composition de fonctions

daf(x) _ Of(x)

= aQa

ox ox a et 1 sont
8]0(33)71 B n—13f(37) des constantes
or nf(z) Ox
dexp(f(z)) of (x)
5 = ep(f(x) =5
dlog(f(z)) _ 1 0f(a)
Ox ~ f(x) Ox

IFT615 Hugo Larochelle



Dérivées

® Exemple 1: f(aj) m— 3[134

Of(x)  03z* Ox*

ox ox

IFT615

=3— =12
0x e

Hugo Larochelle
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Dérivées
£z

2
® Exemple 2: f(aj) = exp <§)

2

Of(x) _ 9P (%) - <x2> 0%
ox

3

Ox ox
1 x®\ Oz _ 2 x®
3P\ 3 )9y T 3FP g )"

IFT615 Hugo Larochelle 36



Derivees
® Pour des combinaisons plus complexes:

dg(x) + h(z) _ dg(z) . Oh(a)

ox ox ox
99(x)h(z) _ dg(x) Oh(a)
ox Oz M)+ g(x) ox

()
Oy Ogx) 1 g(x) Oh(x)

o0x oxr h(x) h(x)? Ox

IFT615 Hugo Larochelle 37



Dérivées

® Exemple 3: f(il?) — ZEGXp(CIZ’)

0f(z) _

0x

IFT615

Ox
T Oz

exp(x) +

0 exp(x)

0x

= exp(x) + r exp(x)

Hugo Larochelle
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Dérivées

exp(z)

® Exemple 4: f(33> —

0f(x) _ dexp(z) 1 exp(z) Ox

Ox or x x? Oz

exp(z)  exp(x)

IFT615 Hugo Larochelle
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Dérivées

exp(z)

® Exemple 4: f(ﬁl?) — . |dérivation alternative! |
Of(r) Odexp(r) 1 0=
or  Oxr =z exp(z) Ox
_exp(z)  exp(z)
o T2

IFT615 Hugo Larochelle



Dérivée partielle et gradient

® Dans notre cas, la fonction a optimiser dépend de plus d’une variable
@ clle dépend de tout le vecteur W

® Dans ce cas, on va considérer les dérivées partielles, c.-a-d. la dérivée par
rapport a chacune des variables en supposant que les autres sont constantes:

0f(a,b) _ .. flatQb) — f(a,b)
- A—0 A

of(ab) . fafED) - fla.b
“im T A

IFT615 Hugo Larochelle 41



Dérivée partielle et gradient

® Exemple de fonction a deux variables:

® Dérivées partielles:

Of (x,y)

ox

IFT615

$2

f(ilf,y) — ?

2 of(z,y)

Y 0y

L J
¥

traite y
comme une
constante

Hugo Larochelle

traite U
comme une
constante
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Dérivée partielle et gradient

® Un deuxieme exemple:

f(x) =

exp(x2)
exp(x1) + exp(x2) + exp(x3)

® Dérivée partielle 8f(X) :

8331

a
exp(x) + b

équivaut a faire la dérivée de f(aj) p—

ou r = I
et on a des constantes @ = exp(x2) et b = exp(xq) + exp(x3)

IFT615 Hugo Larochelle
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Dérivée partielle et gradient

® Un deuxiéme exemple: f(aj) —

of(x) 0O a ., 0 1
Or  Ovexp(xz)+b  Ovexp(x)+b

—a 0
— (oxp(@) 1 0 02 (exp(x) + b)

_ G exp(x)
(exp(z) 4 b)°

IFT615 Hugo Larochelle
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Dérivée partielle et gradient

® Un deuxieme exemple:

0f () —aexp(z)

ox (exp(x) + b)?

ou r = T, 4= exp(azg), b = eXp(@) + exp(xg)

® On remplace:

0f(x) —exp(x2) exp(xq)

Oy (exp(z1) + exp(z2) + exp(z3))?

IFT615 Hugo Larochelle
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Dérivée partielle et gradient

® Un troisieme exemple:

f(x) =

exp(x2)
exp(x1) + exp(x2) + exp(x3)

0f (x)
%)

équivaut a faire la dérivée de f

® Dérivée partielle

~ exp(w)
() = exp(x) + b

ou r = I9
eton a une constante b = exp(x1) + exp(x3)

IFT615 Hugo Larochelle 46



Dérivée partielle et gradient

® Un troisieme exemple: — eXp(x)
o e f(x) = exp(x) + b
Of(x) _ 0 exp(x) 1 ~ exp(z) O(exp(z)+b)
Ox or exp(z)+b (exp(x)+b)? Ox

exp(z)  exp(x)exp(z)

exp(z) +0  (exp(z) +b)?

IFT615 Hugo Larochelle 47



Dérivée partielle et gradient

® Un troisieme exemple:

0f(z) exp(z)  exp(z)exp(z)

Or  exp(r)+b (exp(x)+b)2

ot T = X9, b=-exp(xy)+ exp(xs3)

® On remplace:

of(x) exp(a2) exp(z2) exp(a2)

Oxy  exp(w2) +exp(z1) +exp(rs)  (exp(za) + exp(zq) + exp(w3))?

IFT615 Hugo Larochelle



Dérivée partielle et gradient

® On va appeler gradient Vf d’une fonction f le vecteur contenant les
dérivées partielles def par rapport a toutes les variables

® Dans I'exemple avec la fonction f(,:zj7 y):
Of(z,y) Of(z,y)
or Oy

9 -

Vf(z,y)

2r —x

IFT615 Hugo Larochelle
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